ĐỒNG DẠNG [TÍNH] CƠ HỌC (A. Mechanical similarity)
Tính chất đồng dạng hình học của các quỹ đạo chuyển động của các chất điểm của một hệ cơ mà thế năng của nó là một hàm thuần nhất của tọa độ các hạt của hệ.



Xét một hệ cơ gồm n hạt (chất điểm) có tọa độ là các vectơ  ...  Hàm Lagrange của hệ là (X. phương trình Lagrange):

 			

trong đó T và U lần lượt là động năng và thế năng của hệ;  
Phương trình chuyển động của hệ là các phương trình Lagrange:

  					
Giả thiết thế năng U của hệ ta xét là một hàm thuần nhất bậc k của tọa độ các hạt của hệ, nghĩa là

. 		
Thực hiện một phép biến đổi trong đó tất cả các tọa độ của các hạt biến thiên  lần, và đồng thời, thời gian cũng biến thiên  lần:

 t  t. 					


Như vậy, vận tốc các hạt   biến thiên  lần trong phép biến đổi đó. Nếu đặt điều kiện sao cho các tham số biến đổi ,  và bậc k thỏa mãn hệ thức:

  				
thì, với phép biến đổi đó, hàm Lagrange ở trong hai số hạng của hệ các phương trình Lagrange đều được nhân với thừa số k và có thể được loại bỏ Điều đó có nghĩa là với phép biến đổi đó, hệ phương trình chuyển động của hệ ta xét vẫn có dạng như cũ.
Bởi vì trong phép biến đổi đó tất cả các tọa độ của các hạt của hệ ta xét đều biến đổi một số lần như nhau, có nghĩa là chuyển từ các quỹ đạo này sang các quỹ đạo khác đồng dạng hình học với các quỹ đạo trước và chỉ khác các quỹ đạo trước ở kích thước dài. Vì thế, ta có thể đi đến kết luận: Nếu thế năng của hệ ta xét là một hàm thuần nhất bậc k theo tọa độ các hạt của nó, thì phương trình chuyển động của hệ cho ta những quỹ đạo đồng dạng hình học với nhau. Khi đó, đối với hệ ta xét, tất cả các thời gian chuyển động (giữa những điểm tương ứng của các quỹ đạo) tỷ lệ với nhau như:

 , 							(1)


với  là tỷ số kích thước dài của hai quỹ đạo. Tương tự như thời gian, giá trị của bất kỳ những đại lượng cơ học nào đặc trưng cho hệ ta xét tại những điểm tương ứng trên các quỹ đạo và tại những thời điểm tương ứng, cũng là những lũy thừa của tỷ số  với những số mũ xác định . Chẳng hạn, đối với vận tốc, năng lượng và momen động lượng của hệ ta xét, ta có:



    .			(2)
Xét một số thí dụ về đồng dạng cơ học:

Trong trường hợp dao động của con lắc lò xo, thì thế năng   là một hàm bậc hai của tọa độ (k = 2). Theo (1), ta thấy rằng chu kỳ dao động nhỏ của con lắc không phụ thuộc vào biên độ của nó.
Trong trọng trường đều (ở gần mặt đất), thế năng của vật là một hàm bậc nhất của tọa độ: U = mgz (tọa độ z chỉ độ cao so với mặt đất), nghĩa là k = 1. Từ (1) suy ra:

 .
Từ đó, suy ra: khi rơi trong trọng trường đều, bình phương của thời gian rơi của vật tỷ lệ với các độ cao ban đầu của nó.
Khi hai hạt có khối lượng hút nhau theo định luật vạn vật hấp dẫn Newton (hoặc khi hai điện tích tương tác với nhau theo định luật Coulomb), thì thế năng tỷ lệ nghịch với khoảng cách các hạt, nghĩa là k = 1. Trong trường hợp đó, suy ra:

 .
Như vậy, có thể khẳng định, chẳng hạn, rằng: bình phương thời gian vật quay một vòng trên quỹ đạo tỷ lệ nghịch với lập phương kích thước quỹ đạo. Đó chính là định luật Kepler thứ ba.
Nếu chuyển động của hệ, mà thế năng của nó là một hàm thuần nhất bậc k của tọa độ, xảy ra trong một phạm vi hữu hạn của không gian thì hệ thức đơn giản giữa các trị trung bình của động năng và thế năng, biểu thị định lý virian, có dạng: 

 					(3)



Vì  nên từ hệ thức (3) có thể biểu diễn  và  theo năng lượng toàn phần E của hệ:


  			(4)
Đặc biệt, với dao động nhỏ của con lắc lò xo (k = 2) ta có:

 
nghĩa là các giá trị trung bình của động năng và thế năng bằng nhau.
Với tương tác hấp dẫn (k = 1) ta có

 

Suy ra  điều đó tương ứng với sự kiện là: Với tương tác hấp dẫn thì chuyển động có thể xảy ra trong một phạm vi giới nội của không gian chỉ trong trường hợp năng lượng toàn phần có giá trị âm (X. chuyển động trong trường xuyên tâm).
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